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Let r be the set of finite graphs which are not embeddable into the projective 
plane. Let M(r,) denote the set of the minimal graphs of r. In former papers [3] 
and [5] K. Wagner has proved the following result: Each minimal graph G of 
M(r>) which is different from the graphs G1, Gz ,..., G,, , G14, D, F fulfils 
the three following conditions: 
(1) G is at least 3-vertex connected. 
(2) In G exists one vertex v, for which the graph G/v obtained from G by 
deleting v  and all edges of G which are incident with v  contains a U(K,,,). 
(3) For each vertex v  of G, the graph G/v is either planar or contains a U(K,,,). 
In the following we investigate the character of these graphs G. For this some 
essential terms are necessary. 
Let G be a graph with the vertex set V and G’ a subgraph of G with the vertex 
set V’. Then G’ is called a subgraph of the nth class (designated by G’ C ln’G) 
if and only if the chromatic number of the subgraph G(V - V’) of G spanned 
by V - v’ is equal to n. 
Let X be a connected component of the spanned subgraph G( V - V’) of G 
and let Y be the bipartite graph consisting of all those edges of G which combine 
X with G’. Then the graph Q = X u Y is called a relative component of G in re- 
lation to G’ (or “Querstiick” of G in relation to G’). 
Let z1 , z2 , zIL, zq , a, b be six different vertices of G from which z1 , z2 , zg , 
za lie on a circuit Z of G. Let WI , W, , W, denote three paths of G with WI = 
w 1 , z,), W, = W(z, , z,), and W, = W(a, 6)‘. The subgraph WI u W, u W, 
of G is called a “Kreuzhaube” H with the basis points zl, z2, zQ , zp if and 
only if 
(1) WI n z = h , zd, 
(2) w, n z = {zs , zJ, 
(3) win W, = w,nz= 0, 
(4) W3 * K = G4, 
(5) Wan W, = U4, 
(6) The two pairs of basis points zr , zg and z3, zl are separated from each 
other on Z (Fig. 1). 
’ W(z, , zz) means that Z~ and zz are the endpoints of this path. Similar: W(Z, , zg) 
and W(a, b). 
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FIGUR I 
Having characterized minimal graphs of M(I’>) in “Satz l”, we prove the 
following theorem: 
Let G be a minimal graph of M(P>) which is different from G1, Gz ,..., G,, 
and G,, and which contains a G’ = U(K,,,) as a subgraph of the rrth class with 
n > 1. Then only one of the following three statements holds for each of the 
subgraphs G’ = U(K.& and for each relative component Q of G in relation 
to G’ : 
(1) Q is a star (“Stern”). 
(2) Q contains a “Kreuzhaube” H which has only its four basis-points 
with G’ = U(K,,,) in common. To be more precise: If  all those vertices 
of Q which do not lie on G’ are contracted in one single vertex, the 
result is that Q becomes a star Q* and G becomes G* (with fewer 
vertices than G and therefore G* being embeadable into the projective 
plane), then Q in relation with each embedding of G* into the projective 
plane contains a “Kreuzhaube” which has only its four basis-points in 
common with that circuit of the G’ on which the endpoints of Q* lie 
at the embedding of G*. 
(3) G = P. In this equation P means the graph of M(T>) which one obtains 
from two disjoint KsBs by identifying two neighboring edges of the one 
KsSs with two neighboring edges of the other KS,=. 
Bekanntlich l&Bt sich jede beliebige Menge T von endlichen Graphen 
mit Hilfe der Homomorphie ‘7 teilweise ordnen.2 Nach [7] nennt man 
einen Graphen G, von r minimal beziiglich > genau dann, wenn G, > G, 
fur G, aus I’nur fur G, = G, gilt. Die Menge aller minimalen Elemente 
von r wird mit M(r,) bezeichnet und die Minimalbasis von r genannt. 
Wahlt man zum Beispiel fur r die Menge aller endlichen, nicht plgttbaren 
Graphen, so besteht bekanntlich die Minimalbasis M(I’,) auf Grund 
einer leichten Folgerung aus dem Satz von Kuratowski nur aus den beiden 
Kuratowskischen Graphen KS und K3,3 . Bedeutet r dagegen die Menge 
aller endlichen, nicht in die projektive Ebene einbettbaren Graphen, so 
zeigen schon alle bisherigen Untersuchungen eindeutig, da13 die Bestim- 
* Die folgende Untersuchung schliel3t sich an [5] an und iibemimmt daher die dort 
eingefiihrten Bezeichnungen. 
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mung der zugehiirigen Minimalbasis M(r,) nicht so einfach wie im 
Falle der endlichen, nicht pllttbaren Graphen vorzunehmen ist. 
So werden zunZichst in [3] einmal diejenigen Graphen auf ihre Mini- 
malitit hin untersucht, deren Zusammenhangszahl w(G) kleiner oder 
gleich zwei ist. Es ergibt sich die interessante Tatsache, da0 es genau 
zwiilf minimale, hijchstens zweifach zusammenhiingende, endliche 
Graphen in r gibt. Sie entstehen, kurz gesagt, slmtlich durch Zusammen- 
heftung zweier Kuratowskischer Graphen in keiner beziehungsweise einer 
beziehungsweise zwei Ecken, wobei im letzten Fall noch zusatzlich, sofern 
die beiden Ecken, in denen zusammengeheftet wird, durch eine Kante k 
verbunden sind, diese jeweils zu streichen ist. Entsprechend der Note [3] 
werden diese zwijlf Graphen der Reihe nach mit G, , G, ,..., G,, bezeichnet. 
Als Fazit dieser Ergebnisse kann der folgende Sachverhalt herausgestellt 
werden : 
BEMERKUNG 1. Fiir jeden minimalen Graphen G aus M(r,) mit 
G # Gj ftir i = 1, 2,..., 12 gilt jlir die Zusammenhangszahl w(G) die 
Ungleichung w(G) 3 3. 
Interessanterweise sind schon in [9] bei der Bestimmung der irreduziblen 
nichtprojektiven Graphen gewisse dieser eben genannten Graphen Gi 
schon aufgetreten. Dabei nennt Kagno einen nichtprojektiven Graphen 
G irreduzible, wenn G - k fur jede Kante k aus G projektiv ist. So sind 
beispielsweise die Graphen Gi fur i = 1,2, 3 Graphen vom Kagnoschen 
Typ I. G, dagegen ist isomorph zu Gijiell von [9]. 
In [5] werden diese Untersuchungen weitergefiihrt und auf die Klasse 
der fastplattbaren Graphen ausgedehnt. Interessanterweise ergibt sich 
hierbei das Resultat, daB es genau einen fastpllttbaren Graphen in 
M(r,) gibt. Dieser Graph, der gemtil3 [4] mit F bezeichnet wird, besteht 
aus den acht Ecken und zwiilf Kanten eines Wtirfels, wobei noch vier 
Kanten zusatzlich hinzukommen, und zwar die auf zwei gegeniiber 
liegenden Seitenflachen (Quadraten) des Wiirfels gezogenen beiden 
Diagonalen in jedem dieser beiden Quadrate. 
Auf Grund der Definition des fastpllttbaren Graphen mul3 dann 
notwendigerweise jeder mindestens dreifach zusammenhangende, minimale 
Graph G # F aus M(r,) eine Ecke a enthalten, fur die der Graph 
G/a nicht plattbar ist. Nach dem Satz von Kuratowsk? enthalt G/a dann 
entweder einen U(&) oder einen V(&,). In [5] ist der erste Fall ausftihr- 
lich behandelt und vollstlndig geliist. Danach existieren genau zwei 
minimale, mindestens dreifach zusammenhangende Graphen mit einer 
Ecke a aus G, fur die G/a einen U(K,) und keinen U(K,,,) besitzt. Von 
* Man vergleiche dazu [4]. 
4 Vergleiche [l]. 
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diesen beiden minimalen Graphen, die entsprechend [5] mit G,, und D 
bezeichnet werden, entsteht G,, durch Zusammenheftung eines K, mit 
einem Kxs3 in zwei benachbarten Kanten, wobei allerdings noch diejenige 
Kante von K5 , die diese beiden benachbarten Kanten zu einem Dreieck 
in K5 erganzt, geliischt wird. Der Graph D entsteht dagegen aus einem K5 
und einer aul3erhalb liegenden Ecke a in der Weise, daB man drei in einer 
Ecke zusammenstol3ende Kanten von K5 durch je eine neue Ecke unterteilt 
und dann noch diese drei Ecken mit a durch jeweils eine neue Kante 
verbindet. Auch hier sei wiederum darauf hingewiesen, daB schon in [9] 
der Graph D behandelt wird und sich als Giv--a-2 darstellen l&IQ. 
Zusammengefagt, 123t sich ein vorliiufiges Ergebnis folgendermaBen 
formulieren: 
BEMERKUNG 2. Jeder minimale Graph G aus M(r,), der von den 
Graphen G, , G, ,..., G,, , G,, , D, F verschieden ist, erfiillt die folgenden 
drei Bedingungen: 
(1) w(G) >, 3 
(2) Es gilt fiir mindestens eine Ecke a von G, dap der Graph G/a 
einen U(K,,,) enthlilt. 
(3) Fiir jede Ecke a von G gilt, daj G/a entweder pliittbar ist oder 
aber einen U(K,,,) enthiilt. 
In der vorliegenden Note kijnnen sich daher die Untersuchungen zur 
Bestimmung der minimalen Graphen aus F auf solche Graphen aus r 
beschranken, die einen G’ = U(K,,,) als Teilgraphen mindestens erster 
Klasse enthalten. Diese Graphen sind offensichtlich dadurch gekennzeich- 
net, da13 sie mindestens einen Teilgraphen G’ = U(K,,,) und eine Relativ- 
komponente Q von G beziiglich G’ besitzen. Das erzielte Hauptresultat 
dieser Note besteht nun darin, da13 ftir jeden von G, , G, ,..., G,, , G,, , D, F, 
verschiedenen Graphen G aus M(r,), der also ein Obergraph mindestens 
erster Klasse eines G’ = U(K,,,) ist, folgende charakterisierende Aussage 
getroffen werden kann: 
Fiir jeden Teilgraphen G’ = U(K,,,) und fiir jede Relativkomponente Q 
von G beziiglich G’ tr@ eine der folgenden drei Aussagen zu: 
(1) Q ist ein Stern. 
(2) Q enthiilt eine Kreuzhaube H, die mit G’ = U(K,,,) nur die vier 
Fub’punkte gemeinsam hat; genauer gilt noch: Zieht man alle 
Ecken von Q, die nicht auf G’ liegen, auf eine Ecke zusammen, 
womit aus Q ein Stern Q* und aus G der Graph G* (mit weniger 
Ecken als G) entsteht, so enthtilt Q beziiglich jeder Einbettung 
von G* in die projektive Ebene eine Kreuzhaube H, die mit dem 
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Kreis von G’, worauf bei der Einbettung von G* die Endpunkte 
von Q* liegen, die vier FuJpunkte gemeinsam hat. 
(3) G = P, wobei P derjenige minimale Graph aus M(.l’,) ist, der 
durch Zusammenheftung zweier verschiedener K3,3 hings zweier 
benachbarter Kanten entsteht. 
Der Beweis dieser Tatsache stiitzt sich auf die Ergebnisse der Note [6], 
in der sgmtliche minimalen Elemente der Menge L? aller endlichen, nicht 
plattbaren Graphen der Gestalt 
G=XuYuZ 
hierin sind X ein zusammenhlngender Graph, Z ein zu X disjunkter Kreis 
und Y ein paarer Graph ohne isolierte Ecken, dessen Kanten stets X mit 
Z verbinden-explizit bestimmt sind. Indem man nachweist, da13 die zu 
untersuchenden Graphen siimtlich Teilgraphen der Form 
S=XUYUZ 
(X, Y, Z bedeuten Graphen der oben beschriebenen Art) enthalten, 
kommt man unter Heranziehung der minimalen Graphen von z schlieglich 
zu der gewiinschten Aussage. 
Zuniichst erweist es sich als aul3erordentlich zweckmaiDig, eine Charak- 
terisierung der minimalen Graphen aus M(r,) anzugeben und zu 
beweisen. Da sich der Beweis entscheidend auf die Tatsache sttitzt, da8 
jedes homomorphe Bild eines projektiven Graphen (dabei wird zur 
Abktirzung ein Graph projektiv genannt, wenn er in die projektive Ebene 
einbettbar ist) wieder projektiv ist, wird zungchst der folgende allgemeine 
Sachverhalt bewiesen: 
LEMMA 1. Es sei G ein in eine beliebige Fhiche f einbettbarer Graph. 
Dann ist such jedes homomorphe Bild G’ mit G > G’ in f einbettbar. 
Beweis. Es sei G > G’ vermiige der Abbildung y mit 
v’: El aI7 und E,LE. 
Zu jeder Ecke a’ aus E’ wird der von @(a’) erzeugte Untergraph G(@(a’)) 
bestimmt und dann der Graph 
G = G (~B,v-lWl) 
gebildet. G ist offensichtlich ein Teilgraph von G und als solcher selbst- 
verst%ndlich such in die Flache f einbettbar. Zieht man dann anschliebend 
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jeden dieser einzelnen Untergraphen G(y-l(a’)) auf jeweils eine Ecke 
(= Punkt von f) zusammen-was offenbar auf f immer miiglich ist-, so 
ist der auf diese Weise aus G entstandene Graph G” erst recht in f einbett- 
bar. Da ferner G” I G’ gilt, ist daher such G’ in die Flache f einbettbar. 
KATZ 1. Ein Graph G aus r gehiirt genau dann zu M(r,), wenn die 
beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind: 
(1) G enthSilt keine isolierten Ecken. 
(2) Sowohl G - k als such C,(G) sindfiir jede Kante k von G in die 
projektive Ebene einbettbar.5 
Beweis. (a) G sein ein Graph aus M(r,). Dann besitzt G per de- 
finitionem die Eigenschaften (1) und (2). 
(b) Zu zeigen bleibt, dal3 diese beiden Bedingungen such hinreichend 
sind. Sei also G’ aus T ein Graph, der keine isolierten Ecken 
besitzt und fur den sowohl G’ - k als such C,(G) fur jedes k 
aus G’ projektiv sind. Ferner sei G” aus I’ ein homomorphes 
Bild von G’ vermoge der Abbildung 97 mit 
y: E,’ *fl (E,’ !L E’). 
Wenn nun nachgewiesen wird, da13 v ein Isomorphismus von G’ 
auf G” ist, ist die Behauptung bewiesen. 
y ist injektiv. Angenommen, 9) sei nicht injektiv. Dann gibt es mindestens 
eine Ecke a” aus E”, fur die der von @(a”) aufgespannte Untergraph 
G’(q+(a”)) mindestens zwei Ecken und eine Kante k be&t. Folglich ist 
C,(G’) > G”. Nach (2) ist C,(G) projektiv, so da13 such G” gemll3 Lemma 
1 in die projektive Ebene einbettbar ist. Dies steht im Widerspruch zur 
Wahl von G”. Also ist y injektiv. 
Der Nachweis der Surjektivitat verlZiuft ganz analog. Angenommen, 
E’ # E,‘. Dann gibt es eine Ecke a’ aus E’ - E,‘, die in G’ nach (1) mit 
mindestens einer Ecke b’ aus G’ durch eine Kante k verbunden ist. Da 
nun G’ - k > G” gilt und G’ - k nach (2) projektiv ist, folgt auf Grund 
des Lemma 1 die Projektivistat von G”. Demnach ist q eine Bijektion von 
E’ auf E”. 
Seien nun a” und b” zwei beliebige benachbarte Ecken aus G”. Dann 
folgt, weil v eine Bijektion ist, daL3 a’ = @(a”) und b’ = +(b”) in G’ 
benachbart sind. Umgekehrt, seien nun a’ und b’ zwei beliebige in G’ 
durch eine Kante k = (a’, b’) verbundene Ecken. Angenommen, a” = 
6 C,(G) bedeutet den Graphen, der aus G durch Kontraktion der Kante k entsteht. 
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y+z’) und b” = ye sind in G” nicht benachbart. Wegen a’ = p-l(&) 
und b’ = q-l(b”) ist G’ - k > G”, so daB wegen (2) such G” projektiv 
ist. Daher ist v eine Isomorphie von G’ auf G”. 
Ein in den spateren Untersuchungen haufig verwendeter Begriff wird 
in der folgenden Definition erklgrt: 
DEFINITION 1. Gegeben seien zwei Graphen G’ und G”. Man nennt G’ 
einen Teilgraphen der n-ten Klasse von G” (in Zeichen: G’ C (n)G”) oder 
such G” einen Obergraphen der n-ten Klasse von G’ (in Zeichen: G” 1 (n)G’) 
genau o&m, wenn die folgenden beiden Bedingungen erftillt sind: 
(1) G’ ist ein Teilgraph von G”. 
(2) Ftir die chromatische Zahl x gilt: x(G”(E” - E’)) = n mit 
n > 0, wobei G”(E” - E’) der von der Eckenmenge E” - E’ 
aufgespannte Untergraph von G” ist. 
Daher entsteht ein Obergraph 0-ter Klasse eines Graphen G aus G 
einfach durch Adjunktion von Kanten. Ein Obergraph erster Klasse 
entsteht dagegen aus einem beliebigen Graphen G nicht nur durch Adjunk- 
tion von Kanten, sondern such von Sternen; d. h. von einzelnen neuen 
Ecken, die nur mit Ecken von G (aber nicht untereinander) durch Kanten 
verbunden sind. 
Zur Erlauterung dieser Begriffe seien zwei fur die splteren Unter- 
suchungen sehr wichtige Beispiele angegeben. Der in [5] eingefiihfie 
Graph D* (Fig. 2) gehort bekanntlich zu M(r,). 
FIGUR 2 
Es ist sehr ‘leicht einzusehen, daD D* eine Unterteilung U&J nur als 
Teilgraphen von hiichstens erster Klasse enthalt. Im zweiten Beispiel wird 
der Graph A (Fig. 3) betrachtet. 
A entsteht aus einem K,,, dadurch, dag man eine neue Ecke a adjungiert, 
drei in einer Ecke zusammenstoDende Kanten von KS.3 durchje eine neue 
Ecke unterteilt und jede dieser drei neuen Ecken mit a durchje eine Kante 
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FIGUR 3 
verbindet. Auf Grund dieser Definition des Graphen A ist es ohne weiteres 
einsichtig, da8 A einen U(K,J als Teilgraphen erster Klasse enthiilt. 
AuBerdem be&t A aber such noch einen anderen U(&,) als Teilgraphen 
0-ter Klasse. Ftir die spateren Betrachtungen ist noch interessant zu 
bemerken, da13 der Graph A dem Graphen A’ isomorph ist und dieser 
wiederum mit dem in [8] aufgeftihrten Graphen I, (Fig. 4) tibereinstimmt. 
FIGUR 4 
Nun wird der Graph A (und damit such A’) wegen seiner Wichtigkeit 
fur die sp&ren Ausftihrungen genauer untersucht. Es gilt der 
SATZ 2. Der Graph A ist ein minimaler Graph aus M(r,). 
Beweks A liiI3t sich nicht in die projektive Ebene einbetten, weil jede 
Einbettung von V(K,,,) in die projektive Ebene diese in Elementa&chen- 
stiicke zerlegt und weil die drei mit der Ecke a verbundenen Zwischenecken 
a Man vergleiche such [S]. 
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e, , e2 , e3 offenbar auf keinem Kreis von U(&,) liegen. A ist aber such 
minimal. Seien etwa ai und bi fiir i = 1, 2, 3 die beiden Eckentripel von 
J& . Wegen der bestehenden Symmetrie von Ks,3 kann ohne Beschr&kung 
der Allgemeinheit angenommen werden, da13 die drei Kanten (a, , bi) fur 
i = 1, 2, 3 durch das Einfiigen der neuen Zwischenecken e, , e2, und e3 
unterteilt sind. Da die Ecken e, , e2 , e3 jeweils mit a verbunden sind, folgt 
aus Symmetriegrtinden, da13 man zum Nachweis der Minimalitat von A 
den Satz 1 nur auf die vier Kanten k1 = (a, e,), k, = (al , e,), k, = (e, , b,), 
und k, = (az , b,) anzuwenden braucht. In allen vier Fallen la& sich ohne 
weiteres eine Einbettung fur die Graphen A - ki und C&4) fur i =l, 2, 
3, 4 in die projektive Ebene finden. Folglich gehiirt A zu M(r,). 
BEMERKUNG 3. Unter Beachtung der Definition 1 folgt aus der 
Bemerkung 2 unmittelbar, dal3 jeder von den Graphen G, , G, ,..., G,, , 
G,, , D, F verschiedene Graph G aus M(r,) einen U(K,,,) als Teilgraphen 
mindestens erster Klasse enthalt. 
Bevor nun die Untersuchungen allgemein fortgeftihrt werden, ist es 
zweckm%Big, noch den folgenden Graphen P genauer zu betrachten. 
Dabei ist P derjenige Graph, der aus zwei verschiedenen K3,3 dadurch 
entsteht, da13 sie in zwei benachbarten Kanten zusammengeheftet sind 
(Fig. 5). 
SATZ 3. Der Graph P gehiirt zu M(r,). 
Beweis. P ist nicht projektiv, denn sonst ware K3,3 pliittbar. Zum 
Nachweis der MinimalitZit von P braucht man wegen der vorhandenen 
Symmetrie von P den Satz 1 nur auf die vier verschiedenen Kanten 
k, = (e, , a,), k, = (e, , e3, k, = (ez , b,), und k4 = (b, , a,) anzuwen- 
den. Ohne besondere Schwierigkeiten erkennt man, daD sowohl P - ki 
als such C,((P) fur i = 1, 2, 3, 4 projektiv sind. 
Unter Berticksichtigung von Satz 3 lal3t sich dann der wichtige, eine 
ganze Klasse von minimalen Graphen aus M(r,) charakterisierende Satz 
formulieren und beweisen. 
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SATZ 4. Es sei G = (E, K) ein minimaler Graph aus M(I’,), der von den 
Graphen P und Gi fdr i = 1, 2,..., 12, 14 verschieden ist und der einen 
Teilgraphen G’ = (E’, K’) = U(K,,,) enthiilt. Ferner sei X eine mehr- 
punktige7 Komponente des Untergraphen G(E - E’) von G. Dann besitzt 
der Graph XV Y C G stets eine Kreuzhaube H (relativ zu einem Kreis Z 
von U(K&), wobei der Graph Y sich aus alien X mit U(K,,,) verbindenden 
Kanten von G und ihren Endpunkten zusammensetzt. 
Beweis. Zunachst einmal folgt aus der Voraussetzung fiber X, daD 
X mindestens zwei Ecken und eine Kante k enthiilt und X n U(K,,,) = ~zr 
gilt. Da G auf Grund der getroffenen Voraussetzungen minimal ist, 13% 
sich C,(G) in die projektive Ebene derart einbetten, da13 der Graph C,(X) 
in genau einem der vier Elementarflsichenstticke liegen mug, die bei 
dieser Einbettung von C,(G) durch das miteingebettete G’ = U(K,,J auf 
der projektiven Ebene entstanden sind. Anderenfal1s-d.h. C,(X) liegt 
nicht in genau einem Elementarfliichensttick-ware C,(G) nicht projektiv, 
was jedoch der MinimalitHt von G widersprache. 
Z sei dann der Rand des den Graphen C,(X) enthaltenden Elementar- 
fllchenstticks. Folglich ist Z entweder ein unterteiltes Viereck oder ein 
unterteiltes Sechseck von G’ = U(K,,,). Als Y werde derjenige Teilgraph 
von G gewahlt, der aus allen X mit G’ verbindenden Kanten von G und 
ihren Endpunkten besteht. Da C,(X) bei der Einbettung von C,(G) in dem 
von Z berandeten Elementarfllichenstiick liegt, setzt sich die Kantenmenge 
von Y offensichtlich aus allen denjenigen Kanten von G zusammen, die 
eine Ecke von X mit einer Ecke von Z verbinden. Damit ist es gelungen 
zu zeigen, da13 der Graph G unter den getroffenen Voraussetzungen stets 
einen Teilgraphen der Gestalt 
S=XuYuZ 
mit einem zusammenhangenden Graphen X, einem zu X disjunkten 
Kreis Z und einem paaren Graphen Y der oben beschriebenen Art bsitzt. 
Offenbar ist S nicht plattbar, da sonst such der Graph G vermage der 
Einbettung von C,(G) in die projektive Ebene und wegen der Pliittbarkeit 
von C,(X) u Y u Z projektiv w&e. Daher liil3t sich auf den Teilgraphen 
S von G der Satz 1 der Note [6] anwenden. Danach sind im wesentlichen 
vier verschiedene Miiglichkeiten fiir S zu unterscheiden. Die Hauptaufgabe 
besteht nun in der Untersuchung, welche der verschiedenen F&lle wirklich 
auftreten k6nnen.8 
’ d. h. die Komponente sol1 mindestens zwei Ecken enthalten. 
8 Man vergleiche such [9]. 
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(A) Es bestehen die Homomorphien 
(i) S > K3,3 u Z bzw. S > Kc U Z wobei K5 bzw. K3,% mit dem 
Kreis Z entweder disjunkt oder in genau einer Ecke oder in zwei 
nicht benachbarten Ecken von K3,3 zusammengeheftet sind, 
sowie 
(ii) S>(K,--~)uZ bzw. S>(K,,,-~)uZ, wobei KS-k 
bzw. K3,3 - k mit dem Kreis Z in den beiden Ecken von k 
zusammengeheftet sind. 
In beiden Fallen erkennt man auf Grund der Eigenschaften der Homo- 
morphie unter Beachtung von G 9 S und damit such erst recht von G > S 
ohne besondere Schwierigkeiten, dal3 G jeweils gleich einem der minimalen 
Graphen G1, G, ,..., G,, sein mul3. Dies widerspricht aber jeweils der 
Voraussetzung, so dal3 der Fall A von vornherein auszuschliel3en ist. 
(B) Fur S besteht die Homomorphie 
S > (Kz * kl , ez , 4) u Z, 
wobei K, (= vollstindiger Graph mit zwei Ecken) zu dem Kreis Z disjunkt 
ist sowie jede Ecke von KS mit jeder Ecke e, , e, , e3 durch eine Kante 
verbunden ist und die voneinander verschiedenen Ecken e, , e, , e, auf Z 
liegen. Unter Beachtung von G >_ S und G 2 G’ erhalt man fur G die 
Homomorphie 
G > G’ U (& * 6% , e2 , ed), 
wobei nun 2 ein Kreis des Teilgraphen G’ = U(K,,,) darstellt. ZunSichst 
ist offensichtlich, dal3 der Graph 
G” = G’ U (K2 * {el , e2 , e3}) 
nicht projektiv ist, da ja sonst der Graph KS * {el, e, , e,} in einem 
ElementarfXchenstiick liegen miiBte, was jedoch tmmbglich ist. Folglich 
gilt wegen der Minimal&% von G die Gleichheit G = G”. Urn nun die 
Frage nach der genauen Gestalt von G zu beantworten, sind zuerst zwei 
Unterf”alle zu unterscheiden: 
(a) G’ = U(K,,,) # K,,, d. h. G’ ist ein unterteilter Ka,s 
(b) G’ = U(K,,,) = K,,, d. h. G’ besitzt keine Zwischenecken. 
Im Full (a) ist zuntichst klar, dal3 jede eventuell vorkommende 
Zwischenecke von G’ gleich einer der Ecken e, , e, , und e, sein mu& da 
anderenfalls G nur zweifach zusammenhlngend wgre, was jedoch im 
Widerspruch zu G # G, fur i = 1, 2,..., 12 steht. Also kann es hiichstens 
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drei verschiedene Zwischenecken in G’ geben. So&en alle drei (Zwischen- 
ecken) auf einer unterteilten Kante k = (zl , z2) von G’ liegen, so erhglt 
man durch Kontraktiong der Kante k’ = (e, , zJ (Fig. 6) einen nicht 
FIGUR 6 
projektiven Graphen C,,(G) mit G > C,,(G), was jedoch der MinimalitHt 
von G widerspricht. 
Liegen dagegen zwei Zwischenecken auf einer Kante-ohne Be- 
schrZinkung der Allgemeinheit kann wieder k = (zI , z2) genommen 
werden-so sind wegen der vorhandenen Symmetrie nur die beiden FIlle 
der Fig. 7 zu unterscheiden. 
FIGIIR 7 
Durch Kontraktion jeweils der Kante k' = (e, , zI) bekommt man 
wiederum einen nicht projektiven Graphen. Widerspruch! 
Liegen schlieDlich die drei Zwischenecken ei mit i = 1,2, 3 auf drei 
verschiedenen Kanten von G’, so liefert die Kontraktion der Kante 
9 Ganz analog lassen sich die Untersuchungen fiihren, wenn fiir Z das unterteilte 
Sechseck von G’ zugrunde gelegt wird. 
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k’ = (e 1 , ZJ (Fig. 8) wiederum einen Widerspruch zur Minimalitat von 
G. Folglich kann G’ keine drei verschiedenen Zwischenecken besitzen. 
FIGUR 8 
Als nachstes wird die Miiglichkeit untersucht, ob G’ zwei verschiedene 
Zwischenecken besitzen kann. Wegen der Symmetrie sind nur die drei 
in Fig. 9 eingezeichneten Falle zu betrachten. Kontrahiert man jeweils die 
FIGUR 9 
Kante k” = (e, , z,), so erhiilt man einen nicht projektiven Graphen, was 
wieder im Widerspruch zur Minimalitlt von G steht. Also besitzt G’ such 
keine zwei verschiedenen Zwischenecken. 
Es bleibt also nur noch der Fall einer auf G’ liegenden Zwischenecke zu 
behandeln. In Fig. 10 sind die vier wesentlich verschiedenen Miiglich- 
keiten aufgezeigt. In den ersten drei Fallen von Fig. 10 erzielt man durch 
die Kontraktion der Kante k” = (e 2 , z2) jeweils einen nicht projektiven 
Graphen und damit einen Widerspruch zur Minimalitat von G. Die letzte 
in Fig. 10 aufgezeigte MSglichkeit trifft ebenfalls nicht zu, da hier G nur 
zweifach zusammenhiingend ist. Folglich ist der Fall (a) nicht moglich. 
262 BODENDIEK AND WAGNER. 
FIGUR 10 
Es bleibt daher nur noch der Full (b) zu betrachten. Hier sind dann die 
beiden folgenden Unterfalle zu unterscheiden: 
(1) Die Ecken e, , e2 , e3 sind gleich einem der beiden Eckentripel 
von G’ = K3,3 . 
(2) Die Ecken e, , e2 , e3 gehiiren zu verschiedenen Eckentripeln von 
G’ = Ks.3 , etwa e, zu dem einen und e2 , e3 zu dem anderen. 
Im 1. Fall ist der Graph 
G = G3 u W2 * h , e2 , 4) 
gerade so beschaffen, da13 er durch Streichung der Kante k des Teilgraphen 
K, in G,, (man vergleiche dazu [3]) mit G > G,, und G16 minimal iibergeht. 
Also Widerspruch ! 
Im 2. Fall ist sofort zu erkennen, da13 G = G,, ist. Dies wider- 
spricht der Wahl von G. 
(C) Fur S besteht die Homomorphie 
S > ({el , e3 * Q * b * {es , d) u Z, 
wobei e, , e, , e3, e4 vier verschiedene Ecken auf Z bedeuten, die Ecken- 
paare e, , e2 und e3 , e, sich auf Z trennen und die Ecken a und b mit 
a # b nicht auf Z liegen. Auf Grund der Homomorphieeigenschaften 
folgt unmittelbar unter Beachtung von G 1 S, G > S sowie G > G’, dab 
X u Z eine Kreuzhaube H relativ zu einem Kreis Z von G’ = U&J 
enth%ilt. 
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(D) Im vierten und letzten Fall besteht die Homomorphie 
S > (e, * a * PI , b,) * (es , s>> u Z 
wobei ei (i = 1, 2, 3) drei verschiedene Ecken von dem Kreis Z bedeuten 
und a, b1 , bz dagegen drei verschiedene nicht auf Z liegende Ecken sind. 
Auf Grund der Eigenschaften von G erhalt man fur G die Homomorphie 
G > G’ U (e, * a * {b, , b,) * {e, , e,>), 
wobei die Ecken e, , e2 , e3 auf einem Kreis Z von G’ = U&J liegen. 
Da die zyklische Anordnung der drei Ecken e, , e2, e3 auf Z im wesent- 
lichen immer gleich ist, und der Graph G” der Fig. 11 
G” = (e, * a * @, , &I * {ez , 4) 
FIGUR 11 
mit den beiden Kanten (e, , e.J und (e 1 , e& einen X,,, bildet, ist der Graph 
G’ u G” offensichtlich nicht in die projektive Ebene einbettbar. Wegen 
der MinimaliSt von G ist dann G = G” u G’. 
Weil nach Voraussetzung die Zusammenhangszahl w(G) mindestens 
drei ist, kann G’ = U(K,,,) keine Zwischenecken be&en. Daher sind 
wiederum die beiden folgenden Unterf”alle zu unterscheiden: 
(I) Die drei Ecken e, , e2 , e3 sind gleich einem der beiden Ecken- 
tripe1. 
(II) Die drei Ecken gehoren zu verschiedenen Eckentripeln, d.h., sie 
liegen auf einem Viereck von K3,3 . 
Im Fall (I) erkennt man direkt, da13 sich durch Kontraktion der Kante 
k = (e, , a) fiir den Graphen C,(G) der minimale Graph G15 ergibt, was 
jedoch der MinimalitPt von G widerspricht. 
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In (II) ist noch weiter die folgende Fallunterscheidung vorzunehmen: 
(a) e, ist mit e2 und e3 in KS,3 benachbart. 
(b) e2 ist mit e, und e3 in I& benachbart. 
Die MGglichkeit-e, ist mit e, und e2 in KS.3 benachbart-liefert 
dieselbe Situation wie in(b). Beide MGglichkeiten fiihren zu Widerspriichen 
und kSnnen daher ebenfalls ausgeschlossen werden. Denn wghrend (a) fiir 
G den Graphen P liefert, bekommt man im Fall (b) durch Wegnahme der 
Kante k = (ez , eJ fiir G - k einen nicht projektiven Graphen (Fig. 12). 
Hiermit ist Satz 4 bewiesen. 
bz 
FIGUR 12 
BEMERKUNG 4. Der zuletzt aufgetretene nicht projektive Graph G - k 
hat noch eine weitere bemerkenswerte Eigenschaft. Er besteht nlimlich aus 
einem neuen K3,3 mit einer Kreuzhaube H (Fig. 12), wobei nur die eine 
Kante (en , e,) von KSS3 durch die Ecke b, unterteilt ist. Die FuJpunktpaare 
von H sind die Eckenpaare e, , b, und e, , e, . Dieser spezielte Graph 
G - k wird noch in den spiiteren Untersuchungen eine Rolle spielen. 
Zum AbschluD dieser Ausfiihrungen werden noch einige neue Begriffe 
eingefiihrt, mit deren Hilfe der Satz 4 wesentlich eleganter formuliert 
werden kann. 
DEFINITION 2. Es sei G’ = (E’, K’) ein Teilgraph eines Graphen 
G = (E, K). Ferner seien X eine Komponente des Untergraphen G(E - El) 
von G und Y derjenige Graph, der aus allen den Graphen X mit G’ ver- 
bindenden Kanten aus G und den Endpunkten dieser Kanten besteht. Dann 
nennt man den Graphen Q = XV Y & G eine ReIativkomponente von G 
beziigiich G’. Ferner heist der Graph Y CI G’ = Q n G’ die Naht von 
Q mit G’. Man bezeichnet sic mit No,(Q) oder such kurz nur mit N(Q). 
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Mittels dieser Definition 2 lassen sich die Teilgraphen G’ erster Klasse 
von G sehr einfach charakterisieren. Es gilt namlich die 
BEMERKUNG 7. Ein Graph G’ = (E’, K’) ist genau dann ein Teilgraph 
erster Klasse von G, wenn alle Relativkomponenten von G beziiglich G’ 
Sterne sind. 
Mit diesen Begriffen la& sich der Sachverhalt des Satzes 4 such folgen- 
dermaI3en ausdrticken: 
SATZ 5. Es sei G ein minimaler Graph aus M(I’,), der von den Graphen 
G, , G, >..., G,, , G14 , P verschieden ist, eine Unterteilung G’ des KsB3 sowie 
eine Relativkomponente Q beziiglich G’ = U(K,,,) besitzt. Dann gilt fiir 
jedes solche G’ = U(K,,,) undfiir jedes Q beziiglich G’ entweder 
Q = a * No(Q), d. h. 
Q ist ein Stern 
oder 
Q 2 H, d. h. 
Q enthiih eine Kreuzhaube H, wobei H mit G’ = U(K,,,) nur die 
vier verschiedenen, auf einem Kreis Z von G’ liegenden FuJpunkte 
gemeinsam hat. 
Dies Resultat IHBt sich noch verschiirfen. Man vergleiche dazu die 
obigen Ausfiihrungen in der Einleitung. Auf die genaue Erijrterung dieser 
Verscharfung sol1 in einer spateren Note eingegangen werden. 
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